Géométrie 2018-2019

Exercice 1. On considere R® muni du produit scalaire usuel et de sa base canonique 28 = (e}, e, €3).
On pose: £, = %(1,0, -1), £2=3(1,v2,1), &5 = 3(1,-V2,1).

1. Montrer que %, = (¢}, €2, €3) est une base orthonormale de R3,

Ecrire la matrice de passage P; de 98 a 98, ainsi que son inverse. Déterminer sans calcul

'p,Py.
1 2 6 3
2. SoitP,==| 3 2 -6 |.Déterminer ‘P,P,. Qu’'en déduit-on surla famille %, des vecteurs
6 -3 2

colonnes (resp. lignes) de P, ?
3. Former la matrice de passage de %8, a %,.
Exercice 2. On considere R* muni du produit scalaire usuel et de sa base canonique 2 = (e}, e, €3, €4,
On pose:
1
2|+
Quelle est la matrice P de passage de 98 a %8’ ?

4
Vk € [1,4], € = (Z e; —2er|. Montrer que %' = (g1,€,,€3,€4) est une base orthonormale.
i=1

Exercice 3. Dans R® euclidien, canonique, on appelle P le plan engendré par u; = (1,1,0) et
—> e . -> 2 : A~

u; = (1,0,1)). Déterminer un vecteur 7 normal au plan P, une équation cartésienne, une base
orthonormale du plan.

Exercice 4.

R® est muni du produit scalaire usuel et de sa base canonique. On note D la droite engendrée
par a = (1,1,-3). Déterminer les coordonnées de la projection orthogonale de v = (x, ¥, 2) sur
D etladistance de U a D.

Exercice 5. R® est muni du produit scalaire usuel et de sa base canonique.
On appelle P le plan engendré par u; = (1,0,1) et u; = (0,1,2)).
|v.n|

2 . » . —> <
1. Déterminer un vecteur 77 normal au plan P. Démontrer que la distance de U a P est T
n

2. Déterminer les coordonnées de la projection orthogonale de v sur P.

Exercice 6. Soit F = {(x,y,z,1) €R*, x+2y+z+2t=0let G={ueR*, VveF (u-v) =0} = F*.
1. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R* dont on donnera une base.
2. Déterminer G et en donner une base orthonormée.

3. On note p,(respectivement ), la projection orthogonale sur F (respectivement sur G).

Donner la matrice de g dans la base canonique de R*. En déduire celle de p.

4. Pour tout vecteur u = (x, y, z, t), déterminer la distance de u a F, en déduire la distance de
uagG.

Exercice 7. Soit (a,b,c) € R® tel que a® + b* + ¢*> = 1. Déterminer la matrice de la projection
orthogonale de R® sur la droite engendrée par (a, b, ¢).
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Exercice 8. R® est muni du produit scalaire usuel. On pose: A=-| -2 1 2
1 -2 2
On note f I’endomorphisme représenté par A dans la base canonique 28 de R®.

1. Démontrer que Y (u, v) € (R®?, f(w).f(v) = u.v.

2. Montrer que I'ensemble des vecteurs invariants par f est une droite vectorielle. On la
notera D.

3. Montrer que le plan P orthogonal de D est stable par f.

4. Déterminer une base orthonormale de P. Quelle est la matrice de la restriction de f a P
dans cette base ?

Exercice 9. Soit a un vecteur non nul d'un espace vectoriel E muni d'une base (ey,...,e;).

<a,u>
On définit 'application f, de E dans lui-méme par: Vu e E, f(u) = Zma —u

1. Montrer que f, est un endomorphisme de E. Déterminer f,o f,.
2. Etablir que YV (u, v) € E2, < f,(w), fa(v) >=< u,v > et || fo(w)] = | ul.
3. Démontrer que (f(ey),..., f(e,)) est une base orthonormée de E.

4. Caractériser ker(f, — Id) et ker(f,+ Id).

-2 12
5.0npose: A=—| 1 -2 2 |. Trouver un vecteur a tel que f, soit représenté par A dans
2 21

la base canonique 28 de R°.

6. Déterminer une base orthonormée de ker(f, — Id) et ker(f, + Id). Vérifier que la juxtaposi-
tion de ces bases est une base de R? notée %4'.

7. Quelle est la matrice de passage de 98 a 98’ ? On la notera P. Déterminer la matrice P~1 AP.

Exercice 10. Soit A € .4, (R). On appelle f 'endomorphisme de R” canoniquement associé a A
et f* celui associé a ‘A.
Montrer que ker(‘AA) =ker(A) et Vx e R", x- f(x) = x- f*(x).

Exercice 11. Soit e} = (2,0,—1,1), e, = (1,1,1,1) et u = (uy, Uy, U, Uy).

u 2 1
U 0 1

O U = , M:
n pose s 1 1
Uy 1 1

1. Quel estlerangde M ?
2. Calculer la matrice ‘MM et justifier son inversibilité.

3. On cherche (x, y) € R* minimisant ||z — xe| — ye,|l. Montrer que ce probléme a une solution

unique et qu’elle vérifie la relation ‘MM ( ; ) ='MU.



