Variables aléatoires réelles admettant une densité

1 Densité de probabilité

Définition 1.

Soit f une application de R dans R. On dit que f est une densité de probabilité sur R si :
1. f est continue sauf peut-étre en un nombre fini de points.
2. f estpositive.

+o00o
3. Lintégrale de f converge sur R et f f)dx=1.
—00
Définition 2.
Soit X une variable aléatoire réelle sur (Q, </, P) de fonction de répartition Fx. On dit que X admet une densité si
X
il existe une fonction densité de probabilité f telle que Vx e R, Fx(x) = fdt.

—00
La fonction f, qui n’est pas unique, est appelée densité de la variable aléatoire X.
On dit que X est a valeurs dans I si f est nulle en dehors de I.
Remarque: Si f est continue en x, alors Fx est dérivable en x et F:X (x) = f(x).

Théoreme 1. (admis)
1. Lavariable aléatoire X admet une densité si et seulement si sa fonction de répartition Fx vérifie :
(a) Fx estcontinue sur R et admet, sauf peut-étre en un nombre fini de points, une dérivée continue.
(b) Fx estcroissante surR.
(c) l_ig.}FX:O et E{.T.}FXZL
2. Si f est une fonction densité de probabilité, alors il existe une variable aléatoire X dont f est une densité.
Proposition 1.
Soient X une variable aléatoire réelle de densité f, un réel a et I un intervalle. Alors :
1. P(X =a)=0. (admis)

2. P(XEI):ff(t)dt.
1

Fonctions de variables aléatoires

Soit X une variable aléatoire réelle sur (Q, </, P) et u une fonction réelle de variable réelle, dont I'ensemble de
définition contient X (Q), continue. On admet que Y = u(X) est une variable aléatoire. Si X admet une densité f,
pour déterminer la loi de Z = u(X) on cherche en général sa fonction de répartition Fy.

VyeR, Fy(y) =Pu(X)<y)=..

2 Espérance d’'une variable aléatoire admettant une densité

Définition 3.

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur (Q2, o, P) de densité f.

+00
On dit que X admet une espérance sil'intégrale f tf(t) dt est absolument convergente.
—00
+00
On appelle alors espérance de X leréel : E(X) = f tf(ndt.
—0o0

Théoréme 2. de transfert (admis)
Soit X une variable aléatoire réelle définie sur (QQ, </, P) de densité f.
Soit u une fonction réelle de variable réelle dont I'ensemble de définition contient X (Q), continue.

+00
u(X) a une espérance si et seulement si l'intégrale f u(t) f(t) dt est absolument convergente.
—o0
+00
Si u(X) a une espérance, alors E(u(X)) =f un) f(r)dt.
—00

Théoréme 3. (Inégalité de Markov)

. . S . . s E(X)
Soit X une variable aléatoire a densité, positive et ayant une espérance. AlorsVe >0, P(X z¢) s ——
£



3 Lois usuelles

X est une variable aléatoire réelle définie sur un espace de probabilité (Q, <7, P).

3.1 Loiuniforme

Définition 4.
On dit que X suit une loi uniforme sur le segment [a, b] si X admet pour densité la fonction f définie par :

1

] :
{ Vxe[a,b],f(X)=b_a 1 P(X<ux)

Vxé¢la,bl, f(x)=0

Fonction de répartition F

Vxe]l—oo,al, F(x)=0

Vxela,bl, F(x) = —
xela bl, F(x) = 7— G5

Vx€]b,+ool, F(x) =1

Proposition 2.
(b-a)?®
etV(X)= .
12

a+b
Si X — % (la, b)), alors E(X) =

3.2 Loiexponentielle

Définition 5.
On dit que X suit une loi exponentielle de parametre le réel strictement positif A si X admet pour densité la

fonction f définie par:

A
P(X <x)

{ Vx €] —00,0[, £(x)=0 /
Vx € [0,+ool, f(x)=Ae M \

Fonction de répartition F

{ Vx€]—00,0[, F(x)=0 6r
Vx€[0,+o0o[, F(x)=1—e A%

\]

Proposition 3.

1 1
SiX— &), alors E(X) = 1 etV(X)= Fe

Proposition 4. (Invariance temporelle)
SiX— &), alorsV(s,1) € Ry)?, P(X=s+t|X=8)=P(X>1)



3.3 Loinormale (loi de Laplace-Gauss)

Définition 6.
On dit que X suit une loi normale de parametres (0, 1) si X admet pour densité la fonction ¢ définie par:

Xz C(p
VxeR, o] ez 0.2
XeR, p(x) = .
4 V2n . : : : > —
-3 2 -1 l 1 2 3

Fonction de répartition ¢
x —-X X +00

VxeR, O(x)+D(—x) =f (p(t)dt+f (p(t)dtzf (p(t)dt+f ewdu=1 Co
—00 —00 —00 X

(onaposé u=—t)
Si X suit une loi normale de parameétres (0, 1), alors — X suit aussi la méme loi.

Proposition 5.
Si X — A(0,1), alors E(X) =0 et V(X) = 1. On dit aussi que X suit une loi normale centrée réduite.

Définition 7.
. . . N 2y . P X-m .
On dit que X suit une loi normale de parametres (m,0°) si la variable aléatoire X* = suit une loi normale
o

centrée réduite.

Proposition 6.
Si X — N (m,0?), alors E(X) = m et V(X) = 0.

Proposition 7.
X suit une loi normale de parameétres (m,o?) si et seulement si X admet comme densité la fonction définie par :

2

o _uz-;gJ m=2eto=02
1
€ =
VXeR, Pm,o? (%) U\/ﬁ m=2eto=1

Proposition 8.
Si X suit une loi normale de parametres (m,c?) alors aX + b suit une loi normale de paramétres (am + b, a*c?).

4 Somme de deux variables aléatoires a densité indépendantes

4.1 Densité

Théoréme 4. (admis)
Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes de densités respectives fx et fy, alors X + Y est une variable
aléatoire ayant pour densité la fonction h définie par :

+00 +00
VteR, h(t) = f fxX) frt—x)dx= f fx(t=y) fr(y)dy. Cest le produit de convolution de fx et fy.

4.2 Somme de deux variables aléatoires normales indépendantes

Théoreme 5.

o Soient X etY deuxvariables aléatoires indépendantes suivant des lois normales de parameétres (m;, 0%) et(my, ag).
Alors X +Y est une variable aléatoire normale de parameétres (my + my, 0% + 0%).

o Soient Xy, ..., X, des variables aléatoires indépendantes suivant des lois normales de parameétres (m,, a%), vy (My,, af,) .
Alors X1 + ...+ X, est une variable aléatoire normale de paramétres (m; + ...+ my, af +..+ U%).



5 Théoremes limites

Théoreme 6. Inégalité de Bienaymé Tchebychev
Soit X une variable aléatoire réelle définie sur (QQ, < , P) admettant une espérance m et un écart type a. Alors :

o2
Ye>0, P(IX—mI;e)sg—z.

Théoréme 7. Loi faible des grands nombres
Soit (Xp) nen Une suite de variable aléatoires deux a deux indépendantes définies sur un méme espace de probabilité
(Q, o, P) de méme espérance m et de méme variance o?. Alors :

X1+.+X,

n—-+o0 n

Ve>0, lim (

28)20.

Théoréeme 8. Théoréme central limite (admis)

Soit (X,) nen Une suite de variables aléatoires définies sur un méme espace de probabilité (Q, </ , P) indépendantes,
de méme loi, admettant une espérance m et une variance o>.

On pose :

M,-EM,;) M,-m (Xj+---+X,)—nm

_ 1
M,=X,=—(X1+..+X et M=
n n ( 1 n) n (T(Mn) % (T\/ﬁ

n

Alors quels que soient les réels a et b tels que a < b,
2

be_xz
lim P(a<M; <Db) :f \/_dx: @ (b) — D(a).

n—+oo 27-[

En général on ne connait pas o. On a un résultat analogue en remplagant o par Uestimateur de la variance

(X; — Mp)*.
1

n

S2 = !
niz

Application ala loi binomiale : Théoréeme de Moivre Laplace

Soit (X;) nen une suite de variable aléatoires définies sur un méme espace de probabilité (Q, </, P) indépendantes,

suivant toutes une loi de Bernoulli de méme parametre p.

Alors Xj +...+ X, suit une loi binomiale de parametres (n, p).

Si nest "grand", X; + ... + X}, suit approximativement une loi normale de parametres (np,npq).

En pratique on confond %(n, p) avec A (np,npq) pour n=30etnp=0.1et n(1-p) =0.1.



FONCTION DE REPARTITION DE LA LOI NORMALE CENTREE REDUITE
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