Géométrie
1 Espace vectoriel euclidien

1.1 Produit scalaire, norme euclidienne

Définition 1. Produit scalaire

E désigne I'espace vectoriel R" et 28 = (e1,...,e,) sabase canonique.

Soient % = (uy,...,u,) et U = (v1,..., v,) deux vecteurs de E.

On appelle produit scalaire des vecteurs % et U leréel: < i, U >= uj v+ + U Up.
Lespace vectoriel E muni du produit scalaire est appelé espace euclidien.

Propriété 1.
Le produit scalaire est :
a) Bilinéaire : ¥ (A1,A2) €R?, VY (uy, uz, V) € E3, < Mg + Aoy, U>= A < Uy, U >+ < U3, U >
VAL, A2) €eR2, Y (U, 10, 15) €E3, < U, MU+ Ao >= A < U, N >+ < U, 15 >
b) Symétrique:V(Tl, MEE: <V, U>=<U,V >.
¢) Défini positif: Vi € E, < U, U >>0et(< U, U>=0 < ©€=0).

Définition 2. Norme euclidienne
On appelle norme du vecteur % leréel | || = /< U, U >

Propriété 2.
@) |B1=0< @=0
b) VAeR, VU €E, AU =AMl x | Z|
c) Vi, V) e E? | < U,V >|< U7V (inégalité de Schwarz)

VU, V) e B2 | U+ TV < U+ 7| (inégalité triangulaire)

Remarquel. |< %,V >|=|U|| V] < lafamille (i, V) estliée

1.2 Orthogonalité

Définition 3. On dit que les vecteurs 7 et v de E sont orthogonauxsi < i, v >= 0.

Théoréme 1. (de Pythagore)

Soient U et U deux vecteurs orthogonaux de E. Alors :
- =2 -2 -2

elu+vi“=lull“+Ivl
- — —>

N -TIP=1UI*+ 1V

Propriété 3.
a) Une famille formée de vecteurs orthogonaux non nuls est libre.
b) Une famille de n vecteurs de E orthogonaux deux a deux et de norme 1 est une base de E appelée base orthonor-

male. , /
Uy U1
¢) Soient U et V deux vecteursde E,U’'=| : |etV'=| : | leurscoordonnées dans une base orthonormale
! !
un Un
quelconque.
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Alors: < U,V >=uyv; ++u,v,="UV".
- -

— — n
d) Soit (e),...,e),) une base orthonormale de E. AlorsNV U € E, U = )_ < U,e; > ¢
j=1
e) Soit P la matrice de passage de la base 9 a une base %8'. B’ est orthonormale si et seulement si 'PP = I,,.

Théoréme 2. (admis)
Toute matrice carrée réelle symétrique est diagonalisable dans une base orthonormale de vecteurs propres.
Il existe une matrice P vérifiant 'PP = I, telle que ' PAP soit diagonale.

Théoréme 3. (admis)
Tout sous-espace vectoriel F d’'un espace vectoriel E posséde des bases orthonormales.



1.3 Projection orthogonale

Définition 4.
Soient 7 et U deux vecteurs de E. On appelle distance de 77 a U leréel d(u, V) = | ¥ — U ||
Soient 1 € E et F un sous-espace vectoriel de E. On appelle distance de ¥ a F: d(u,F) = infgep |1 - V||

Théoreme 4. et définition

Soit F un sous-espace vectoriel de E et 1 un vecteur de E. Il existe un vecteur unique p(il) tel que :
. p(f[) eF
e U - p(u) est orthogonal a tout vecteur de F.

Le vecteur p(1l) est également I'unique vecteur de F tel que

17— p(@)ll = d(d,F) = inf |4 -7
veF

p(U) est appelé projection orthogonale de U sur F.

— —>
Si (e],...,e),) est une base de F, alors p(1l) est caractérisé par : a1
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Si (£7,...,€m) est une base orthonormale de F, alors| p(u) = ;
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I
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Propriété 4. Lapplication p qui a tout vecteur 1 de E associe p(1l) est un endomorphisme de E.
e Son image est F.

o Son noyau est l'ensemble des vecteurs orthogonaux i F noté F*.

*pep=p.

e Id — p est la projection orthogonale sur F*.

Remarques : « Soient 98, %8’ des bases orthonormales de F et F L. Alors (%, %') est une base orthonormale de R”.
|<u,a>|

llall

» Soit a un vecteur non nul de R", H I'ensemble des vecteurs orthogonaux a a. Alors Yu € R", d(u, H) =

Un exemple important : la droite de régression
Soient les vecteurs de R" : X = (x3,...,x,) et y (Y1,.-.,¥n). Posons w = (1,...,1) et F = vect(X, ).
On cherche (a, b) € R?> qui minimise f(a, b) = Z Yk — (axe+ b)) =7 - (aX + bw)|°.

k=1
Ce probléme a une solution unique : le couple (ay, by) tel que ag X + by W soit la projection orthogonale de § sur F.

<apX+b, X >=<J, X > S5y
P . . 0 0 - ag = ——
(ag, bp) est déterminé par : 5 50 55 On trouve 0772
<agX +byw,w>=<y,w> x

by =y —apx

2 Droites et plans

2.1 Espace affine

Pour n =2, & désigne le plan affine, pour n = 3, & désigne I'espace affine. N

& est caractérisé par |'existence d’'une application de & x & dans R", notée (A, B) — AB telle que :
o Pour tout point O de & et pour tout vecteur # de R", il existe un unique point M de & tel que OM =
» Pour tous les points A, B,C de &, AB + BC = AC. (relation de Chasles).

Coordonnées

Un repere de & est un couple (O, %) o1 'origine O est un point fixé de & et 9 est une base de R".

Les coordonnées du point M dans le repére (O, &) sont les composantes du vecteur W dans la base 2.

On peut identifier le point M et le vecteur OM.

Droite:

Soit A un point et D une droite vectorielle de R". Lensemble 2 = {M € &, AM € D} est appelé droite.

Tout vecteur non nul de D engendre D. Il est appelé vecteur directeur de la droite.

A et B étant deux points distincts, on appelle droite (AB) la droite contenant A et dirigée par AB.

Plan:

Soit A un point et P un plan vectoriel de R”. Lensemble 2 = {M € &, AM € P} est appelé plan.

Toute base de P est appelée base du plan. Elle est constituée de deux vecteurs non colinéaires de P.

—
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2.2 Droites et cercles dans le plan affine
2.2.1 Equations paramétriques d’'une droite du plan

Soit 2 la droite passant par le point A de coordonnées (xo, yo) dans le repere (O, %) et dirigée par le vecteur u de
coordonnées («, f) dans la base 28. M étant un point de coordonnées (x, y) :
X=Xxp+Ala

MeD —  JAeR, AM=AT  <— HJLE[RE,{
y=yo+Ap

B
Pour a # 0 on appelle pente ou coefficient directeur de la droite le rapport —. La droite est dirigée par le vecteur de
a

B
coordonnées (1, —|.
a

2.2.2 Vecteur normal a une droite du plan euclidien

On munit le plan du produit scalaire usuel.

Si 2 est une droite du plan & et D le sous-espace vectoriel de E associé a cette droite, alors 'orthogonal de D est un
sous-espace vectoriel de dimension 1 de E. Tout vecteur non nul de D+ engendre donc D*.

On appelle vecteur normal a une droite du plan un vecteur qui engendre son orthogonal : c’est un vecteur non nul
orthogonal a tout vecteur directeur de cette droite.

2.2.3 Equation cartésienne d’une droite du plan euclidien

Le plan est muni d'un repére orthonormal.

Soit 2 la droite passant par le point A de coordonnées (xy, yo) dans le repeére (O, 28) et de vecteur normal 7 de coor-
données (a, b) dans la base 8. M étant un point de coordonnées (x, y) :

Me9 — <7, AM >=0 = a(x—xo) +b(y—y9)=0

Propriété 5.
a) Si 7 (a,b) est un vecteur normal d’une droite D, alors une équation de P s'écrit sous la forme ax + by +c = 0.
b) Réciproquement, si a et b ne sont pas tous les deux nuls, alors 'ensemble des points du plan dont les coordonnées
vérifient ax + by + ¢ = 0 est une droite.
Le vecteur de coordonnées (a, b) est un vecteur normal. Le vecteur de coordonnées (—b, a) dirige la droite.

2.2.4 Cercle dans le plan

Soit € le cercle de centre Q) de coordonnées (xp, yo) dans un repéere orthonormé et de rayon r.
Me¥ — QM=r — (x—x0)2+(y—y0)2:r2

2.3 Droites et plans dans I’espace

2.3.1 Equations paramétriques d’'une droite

Soit 2 la droite passant par le point A de coordonnées (xo, o, Zo) dans le repere (O, %) et dirigée par le vecteur U de
coordonnées (a, §,7) dans la base 98. M étant un point de coordonnées (x, y, z) :

X=Xxp+Aa
MeD = I eR, AM =AU = ILeR, { y=yo+AB
z=2z0+ Ay

2.3.2 Equations paramétriques d’'un plan

Soit 2 le plan passant par le point A de coordonnées (xo, o, zo) dans le repere (O, %) et de base U et U de coordon-
nées respectives (a, §,y) et (&', f/,y) dans la base 8. M étant un point de coordonnées (x, y, z) :

X=X+ Aa+ pa’
Me®? < IANWeRL AM=AU+u7 < IJAWeR:L L y=yo+AB+up

z=2z0+ Ay +uy



2.3.3 Vecteur normal d’'un plan de I'espace

On munit 'espace du produit scalaire usuel.

Si £ est un plan de 'espace & et P le sous-espace vectoriel de E associé a cet plan, alors I'orthogonal de P est un
sous-espace vectoriel de dimension 1 de E. Tout vecteur non nul de P+ engendre donc P-.

On appelle vecteur normal a un plan de 'espace un vecteur qui engendre son orthogonal : c’est un vecteur non nul
orthogonal a tout vecteur du sous-espace vectoriel associé a ce plan.

2.3.4 Equation cartésienne d’un plan de 'espace euclidien

Lespace est muni d'un repére orthonormal.

Soit 22 le plan passant par le point A de coordonnées (xo, yo, zp) dans le repére (O, 98) et de vecteur normal 7 de
coordonnées (a, b, ¢) dans la base 8. M étant un point de coordonnées (x, , z) :

Meo — <7, AM>=0 — a(x—xg) +b(y—yo)+c(z—2z9) =0

Propriété 6. a) Si 7 (u, v, w) est un vecteur normal d'un plan 2, alors une équation de 2 s'écrit sous la forme
ax+by+cz+d=0.
b) Réciproquement, si a b et ¢ ne sont pas tous les trois nuls, alors l'ensemble des points de l'espace dont les coor-
données vérifient ax + by + cz+ d = 0 est un plan de vecteur normal 7i(a,b,c).

3 Barycentre

3.1 Définition

Soient un entier p, Ay,..., A, des points de & et ay, ..., @, des réels.
—> —
Pour tout M € & on pose f(M) = a1 MA; +---+ap,MA,.
Si P est un autre pointde &, f(M) — f(P) = (a; +---+ ap) MP.
Siay+---+ap=0,alors f est constante etsi a; +---+a, # 0, alors f est bijective.

Définition 5. :

Siay+---+ap#0, mppelle barﬂltre_fles points Ay,..., Ay affectés des coefficients ay, ..., @, 'unique point G de
&telque f(G) =a1GA1+---+apGAp= 0.

On dit aussi que G est barycentre des points pondérés (4;, a;).

Ce qui équivauta f(M) = a1 MA; +---+ap,MA, = (a1 +--- + ap)M—)G pour tout point M de &.

Propriétés 1. Transitivité du barycentre
Soit (Ay, a1),...,(Ap, ap) des points pondérés avec ay +---+ ap # 0 et soit G son barycentre. Soit q < p tel que ay +---+
ag#0 etsoitG' lebarycentrede (Ay, ay), ..., (Ag,aq). AlorsG estbarycentrede (G', a1+ +ag), (Ag+1,@g+1), ..., (Ap, ap).

Application

 Le milieu d'un segment AB est le barycentre de (A4, 1), (B, 1).

« Soient A, B, C trois points du plan et A’, B’, C’ les milieux des cotés BC, C A, AB. Soit G le barycentre de (4,1), (B, 1), (C,1).
G estbarycentre de (A, 1), (A, 2). Il satisfait GA+2GA = 0.1l estsitué surlamédiane AA’ , aux deux tiers de la longueur

a partir du sommet. Le méme résultat est exact pour les trois médianes. Donc les trois médianes sont concourantes
en G.

3.2 Coordonnées barycentriques

Soient A, B, C trois points non alignés du plan. Tout point M du plan est barycentre de A, B, C affectés des coefficients
a, B,y tels que a + f+7 =1, et ceci de fagon unique.

(a, B,7) sont appelés coordonnées barycentriques de M bans le repére ABC.

Soient A, B, C, D trois points non coplanaires de I’espace. Tout point M de I’espace est barycentre de A, B, C, D affectés
des coefficients a, 8,76 tels que a + B+ v + 6 = 1, et ceci de facon unique.

(a, B,7,0) sont appelés coordonnées barycentriques de M bans le repere ABCD.



