Algebre linéaire

1 Espace vectoriel

1.1 Définition

Définition 1. Espace vectoriel
K désigne le corps des nombres réels ou des nombres complexes. Soit E un ensemble muni d'une loi de composi-
tion interne et d'une loi de composition externe :

ExE —E KxE —E

(u,v) —u+v Au —Au
On dit que E est un espace vectoriel sur K lorsque :
o Laloi+ est commutative: V(u,v) € E?, u+v=v+u
e Laloi + est associative : V(u, v, w) € E3, (u+ v) +w=u+ (v+ w)
« +admetun élément neutre noté 0 : Vu€eE, 0 +u=u+0 = u
o Tout élément de E admet un symétrique pour+:Vu e E, JveE, u+v=v+u= 0
Au+v)=Au+A.v
A+w.u=Au+pu

A(u.uw)=Aw).u

lu=u

Les éléments de E sont appelés vecteurs, les éléments de K des scalaires.

et V(A, u) € K2,V (u, v) € E?

Exemples : K", 4 ,(K), % (I,R), K[X], 'ensemble des suites a éléments dans K.

1.2 Sous-espaces vectoriels

Définition 2. Combinaison linéaire
Soit A = (u1, up, ..., up) une famille de vecteurs d’'un espace vectoriel E. On dit que le vecteur u de E est une

p
combinaison linéaire des vecteurs de Asi3(A4,...,A1,) €KP, u= Z Aiu;.
i=1
Définition 3. Sous-espace vectoriel
Soit E un espace vectoriel sur K et F une partie de E.
On dit que F est un sous-espace vectoriel de E si F est stable par combinaison linéaire et contient le vecteur nul.

Théoreme 1. Lintersection d’'un nombre fini de sous-espaces vectoriels est un sous-espace vectoriel.

Théoreme 2.
Soit A = (uy, Uy, ..., up) une famille de vecteurs d'un espace vectoriel E. Alors l'ensemble des combinaisons linéaires
des vecteurs de A est un sous-espace vectoriel de E, noté vect(uy, uz, ..., Up).

1.3 Indépendance linéaire

Définition 4.
Soit (u1, uy,..., u,) une famille de vecteurs d'un espace vectoriel E.
» On dit que cette famille est libre lorsque :

V(ﬂl,...,/ln) € Kn, (/11111 +---+Anun =0)= (Al = Zﬂn =0).

Une famille qui n’est pas libre est dite liée.
 Cette famille est génératrice de E lorsque E = vect(uy, uy, ..., Uy).
 Cette famille est une base de E lorsqu’elle est libre et génératrice.

n
YueE, AA,...,Ap) K", u=) Aju;
i=1

Les scalaires (11,...,A,) sont appelés composantes du vecteur u dans la base (uy, ..., u;).
Théoréme 3. SilafamilleL = (uy,...,up) estlibre et la famille (u, ..., up, u) est liée, alors u est combinaison linéaire
des vecteurs de L.

Exemple Toute famille de polynémes non nuls de degrés distincts est libre.



1.4 Espace vectoriel de dimension finie

Définition 5.
On dit que I'espace vectoriel E sur K est de dimension finie si il est engendré par une famille finie.

Théoreme 4. Définition de la dimension
De toute famille génératrice finie d'un espace vectoriel E de dimension finie on peut extraire une base.
Toutes les bases de E ont méme cardinal appelé dimension de E.

Exemples :

1. Pour tout j € [1,n], soit e; le vecteur de K" dont toutes les composantes sont nulles, sauf la j-éme qui est
égale a 1. La famille (e, ..., e,) est une base de K", appelée base canonique.

2. Dans K,[X]la famille (1, X,..., X") est une base, appelée base canonique.

Théoreme 5.

Dans un espace vectoriel E de dimension finie n surlK :

o Toute famille libre a au plus n éléments.

» Toute famille libre ayant n éléments est une base.

» Toute famille génératrice a au moins n éléments.

» Toute famille génératrice ayant n éléments est une base.

Théoreme 6.

Soit F un sous-espace vectoriel d’'un espace vectoriel de dimension finie.
Alors F est de dimension finie et dimF < dimE.

SidimF = dimE alors F = E.

Définition 6. Rang
Soit (v1,..., vp) une famille de vecteurs d’un espace vectoriel de E. On appelle rang de cette famille la dimension
du sous-espace vectoriel engendré par ces vecteurs.

2 Applications linéaires

2.1 Applications linéaires

Définition 7. Application linéaire
Soient E et F deux espaces vectoriels sur K. On dit que 'application f de E dans F est linéaire lorsque :

V(x,y)(—:Ez, fx+y=f)+f et VAeK, VxeE, f(Ax)=Af(x)

Lensemble des applications linéaires de E dans F est noté £ (E, F).

Si f estlinéaire de E dans lui-méme on dit que f est un endomorphisme de E.

Si f est linéaire et bijective de E sur F on dit que c’est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
Si f est linéaire et bijective de E dans lui-méme on dit que f est un automorphisme de E.

Définition 8. Noyau et Image
Soit f une application linéaire d'un [K-espace vectoriel E dans un K-espace vectoriel F.
e On appelle noyau de f I'’ensemble des antécédents par f du vecteur nul de F.
Kerf ={x€E, f(x)=0g} = f1(0p)}.
e On appelle image de f I'image de E par f.
Imf={yeF 3xekE, y=f(x)}=f(E).

Propriétés 1.

e Kerf est un sous espace vectoriel de E.

o Imf est un sous-espace vectoriel de F.

* f estinjective si et seulement siKer f = {0g}.

o [ estsurjective si et seulement si son image est F.



2.2 OQOpérations sur les applications linéaires

Définition 9.
Soient E et F deux espaces vectoriels sur K, f et g deux applications linéaires de E dans F, A un élément de K. On
définit les applications :
f+g: E—F Af: E—F
x— f(x)+g(x) et x— Af(x)

Théoreme 7. f+ g etA.f sontlinéaires. De plus (£ (E, F), +,.) est un espace vectoriel surK.

Théoréme 8.

Soient E, F et G trois espaces vectoriels surK, f, f’ dans £ (E,F) et g, g’ dans £ (F,G). Alors :
e go f estlinéaire

« go(f+f=gof+gof

c (g+ghof=gof+g'of

Théoréme 9.
Soit f un isomorphisme de E sur F. Alors f~! est linéaire. C'est un isomorphisme de F sur E.

2.3 Casdeladimension finie

Théoreme 10. : Détermination d’'une application linéaire par 'image d’une base

Soient E et F deux espaces vectoriels surK, (ey,...,ep) une base de E, (vy, ..., vp) une famille de vecteurs de F.

Alors l'application de E dans F définie pour tout (x1,...,Xxp) € KP par f(xje; +-+-+ xpep) = X101 + -+ + XpUp est
linéaire.

C'est l'unique application linéaire de E dans F telleque :Vj€{1,2...,p}, f(e;) = v;.

Définition 10.
Soient E et F deux espaces vectoriels de dimensions finies sur K et f une application linéaire de E dans F.
On appelle rang de f la dimension de I'image de f.

Propriétés 2.

Soient E et F deux espaces vectoriels de dimensions finies surK et f une application linéaire de E dans F.
Alors l'image de f est engendrée par (f(e1), ..., f(ep)), oit (e1, ..., ep) est une base de E.

Doncrg(f) =rg(f(e1),..., flep))

Théoréeme 11.
Soient E et F deux espaces vectoriels de dimensions finies surlK, f une application linéaire de E dans F.
[ est un isomorphisme si et seulement si l'image d’'une base de E est une base de F.

Conséquence : Tout espace vectoriel de dimension 7 est isomorphe a K”.

Théoreme 12. (Du rang)
Soit f une application linéaire d’'un espace vectoriel E de dimension finie sur K dans un espace vectoriel F. Alors :

dim E = dim(Ker) f + dim(Imf)

Théoreéme 13.

Soient E et F deux espaces vectoriels de méme dimension surK et f une application linéaire de E dans F.
Les trois propositions suivantes sont équivalentes :

o [ estinjective

e f estsurjective

[ est bijective

Remarque : Pour qu'un endomorphisme d’'un espace vectoriel de dimension finie soit inversible, il suffit qu’il soit
inversible a gauche ou a droite.



3 Matrices

3.1 Définitions

Définition 11.
[Ln]=[Lp] —K

a) On appelle matrice de type (n, p) a coefficients dans K toute application Q1) i
) — ajj

ain ... alj alp
Onnote:Az(aij)= aipx ... 4ij ... Qip
anl e an] e anp

L'ensemble des matrices de type (n, p) est noté .4, ,(K).
b) Sin = p alors A est dite carrée.
Une matrice carrée A est dite triangulaire inférieure si a;; = 0 pour i < j.
A est triangulaire supérieure si a;; = 0 pour i > j.
A est diagonale si a;; = 0 pour i # j.
Aestscalairesi a;j =0 pouri # j et a;; = ajj.
La matrice identité est la matrice scalaire I,, dont tous les termes de la diagonale principale sont égaux a 1.
La matrice nulle est la matrice dont tous les termes sont nuls.

3.2 Opérations sur les matrices

Définition 12. Soient A = (a;;) et B = (b;;) deux matrices de type (n, p), et un scalaire A.
On appelle somme de A et B la matrice (a;; + b;j).
On appelle A1 A la matrice (Aa; ).

Proposition 1. (.4, ,(K),+,.) est un espace vectoriel surlk.
Définition 13. Soit A = (a;;) une matrice de type (n, p) et B = (b;j) une matrice de type (p, q).

p
La matrice produit AB est la matrice C = (¢;;) de type (n, q) telle que ¢;; = Z a,-kbkj.

k=1
Proposition 2. Lorsque les produits sont définison a :
A(BC)=(AB)C AB+C)=AB+ AC (A+B)C=AC+BC I,A=Al, = A.
ses . 5 n = (n knpn—-k
Proposition 3. Lorsque le matrices carrées A et B commutent: (A+ B)" = Z r A*B"N.
k=0

3.3 Matrice inversible

Définition 14. La matrice carrée A de .4, (K) est dite inversible ou réguliére si il existe une matrice B de .4/, (K)
telle que AB = BA = I,,. B est appelée matrice inverse de A et est notée A™!.

Proposition 4. Si les matrices carrées A et B de 4 ,(K) sont inversibles, alors le produit AB est inversible et son
inverseest (AB)"! = B~1A7L,

Remarque Pour calculer I'inverse de A on résout le systeme AX =Y.

b . . . . -1 1 d -b
est inversible si et seulement siad—bc #0 etalors A™" =

a
Proposition 5. La matrice A =
P ( d ad—bc\ —c a

3.4 Transposée d’'une matrice

Définition 15. La matrice transposée de A est la matrice de type (p, n) de terme général bj; = a;j pourl<is<n
etl<sjs<p.

Proposition 6. ‘(A+B) ="' A+'B "(AB)='B'A HA ) = (At



3.5 Matrice des composantes d’'une famille de vecteurs

Soit E en espace vectoriel sur K muni d'une base % = (e, ..., ey) et (vy,..., Vp) une famille de vecteurs de F.
On appelle matrice des composantes des vecteurs (vy,..., Vp) dans la base 98 la matrice A € .4, (K) dontla j-eme
colonne est formée par les composantes du vecteur v; dans la base 2.

n
Vje [[l,p]], vj= Z aije;
i=1

4 Matrice d’'une application linéaire

4.1 Définition

Définition 16.

Soient E et F deux espaces vectoriels sur kK, (ey,...,e,) une base de E et (¢y,...,€,) une base de F.

Toute application linéaire f de E dans F est déterminée par (f(e1),..., f(ep)).

On appelle matrice de f par rapport aux bases (ey,...,ep) et (€1,...,€,) la matrice A € 4}, ,(KK) des composantes
des vecteurs (f(e1),..., f(ep)) dans la base (¢1,...,€,) de F.

n
Vjie{l,2,...,p}, flep) =) aijei
i=1

L(EF) — My p(K)

On définit ainsi une bijection :
[ — A=(aijh<isni<j<p

Théoréme 14. Ecriture matricielle d’une application linéaire
Soient E et F deux espaces vectoriels sur K munis des bases (e, ..., ep) et (€1,...,€y), [ une application linéaire de E
dans F représentée par A dans les bases (e;) et (€;).
Soit x un vecteur de E et y = f(x).
p n X1 N

Décomposons x et y dans les bases ej ete; : x = ijej ety= Zy,-si.Posonst : etY =

i=1 i=1

g Xp Yn
L'égalité f(x) = y se traduit matriciellement par AX =Y.

4.2 Opérations

Théoreme 15.

Soient E et F deux espaces vectoriels surl, (e1,...,ep) une base de E, (¢1,...,€,) une basede F, f et g deux applica-
tions linéaires de E dans F représentées respectivement par A et B dans les bases (e;j) et (¢;). Alors par rapport aux
bases (ej) et (¢;) :

e lamatricede f+gest A+B

o lamatricede Af est LA.

(Mn,p(K), +,.) est un espace vectoriel sur K isomorphe a (£ (E, F), +,.).

Théoreme 16.
Soient E, F, G trois espaces vectoriels sur K munis des bases (e, ...,eq),(€1,...,€x),(N1,...,Mn), [ une application
linéaire de E dans F représentée par A par rapport aux bases (e;) et (€x) et g une application linéaire de F dans G

représentée par g par rapport aux bases (€y) et (n;). E R Fig
* Alors la matrice de g o f par rapport aux bases (ej) et (n;) est BA.

Théoreme 17.

Soit f un endomorphisme d'un espace vectoriel E surK de matrice A dans la base (e,...,e,) deE.
o f est bijectif si et seulement si A est inversible et alors A~ est la matrice de f~' dans la base (e;).
Pour que A soit inversible, il suffit qu’elle soit inversible a gauche ou a droite.



4.3 Rang

Définition 17.

Soit A€ My p(K). A estla matrice d'une application linéaire de K” et de K" munis de leurs bases canoniques.

On définit alors le noyau, I'image et le rang de la matrice comme étant le noyau, image et rang de cette application
linéaire.

Théoréme 18.

Le rang de A est égal au rang de ses vecteurs colonnes.
Toutes les applications linéaires qui admettent A comme matrice ont méme rang, égal au rang de A.

Théoreme 19.
Le rang d'une matrice est égal au rang de sa transposée.
Le rang d'une matrice est donc égal au rang de la famille de ses vecteurs lignes.

5 Changement de bases

Définition 18.
Soit E un espace vectoriel muni d’'une base 8 = (ey,...,e,), et B' = (e;, ety e;l) une nouvelle base de E. On appelle
matrice de passage de 98 ala base 98’ la matrice P = (p; ;) des composantes des vecteurs de 28’ dans la base 8.

n
Vje[1,n], ej=;p,-jei

1

Théoreme 20. Changement de bases pour les coordonnées d’un vecteur
X1 x/l
SionnoteX=| : |et X = .| les composantes d’'un vecteur x de E dans les bases (e;) et (e;.), alors X = PX .

Xn X

Remarque 1.
Si P est la matrice de passage de la base (e;) ala base (e/j), alors P est inversible et P~! est la matrice de passage de
la base (e;.) alabase (e;).

5.1 Changement de bases pour un endomorphisme

Théoreme 21.

Soit E un espace vectoriel surk, (ey, ..., en), (ell, ey e’n) deux bases de E, et f un endomorphisme deE.
On appelle :

o A la matrice de f par rapport a la base (e;)

o A la matrice de f par rapport a la base (e;.).

e P la matrice de passage de (e;) a (e'l.).

Alorsona:A =P 1AP.

5.2 Matrices semblables

Définition 19.
Soient A et A deux matrices carrées de A, (K). Ces matrices sont dites semblables lorsqu'’il existe une matrice
P e 4, (K) inversible telle que A =P 1AP.

Théoreme 22.

Soient A et A" deux matrices carrées de M n(K) et E un espace vectoriel de dimension n.

Ces matrices sont semblables si et seulement si A et A sont les matrices d’un méme endomorphisme de E par rapport
a deux bases différentes.



6 Réduction des endomorphismes

6.1 Valeurs propres, vecteurs propres

Définition 20. : Valeur propre d’'un endomorphisme

Soit f un endomorphisme d’'un espace vectoriel E sur K et A un scalaire.

On dit que A est valeur propre de f s'il existe un vecteur x de E non nul tel que f(x) = Ax.
Lensemble des valeurs propres de I’endomorphisme f est appelé spectre de f.

Proposition 7. Les propositions suivantes sont équivalentes :
1. A estvaleur proprede f.
2. Lendomorphisme (f — A1d) est non injectif.

3. ker(f—AlId) #{0}.
Si E est de dimension finie :

4. Lendomorphisme (f — Ald) est non inversible.

5. Lerangde (f — A1d) est strictement inférieur a la dimension de E.

Définition 21. : Sous-espace propre

Soit f un endomorphisme de E et A une valeur propre de f.

Le sous-espace vectoriel Ey (f) =ker(f —Ald) ={x € E, f(x) = Ax} est appelé sous espace propre associé a A.
Par définition d'une valeur propre il n’est pas réduit a {0}.

Définition 22. : Vecteur propre d'un endomorphisme
On dit que le vecteur x non nul de E est vecteur propre de f si f(x) est colinéairea x: x #Z0 et I €K, f(x) = Ax.
Le scalaire A est appelé valeur propre associée a x.

Proposition 8.
Soit x un vecteur non nul de E. Alors x est vecteur propre de f si et seulement si la famille (x, f (x)) est liée.

Proposition 9.
Soit x un vecteur propre de f associé a la valeur propre A. Alors x est vecteur propre de " associé a A".

6.2 Valeur propre, vecteur propre d'une matrice carrée

Définition 23. : Valeur propre d’'une matrice
Soit A une matrice carrée d’ordre n et A un scalaire.
On dit que A est valeur propre de A s'il existe un vecteur ‘X = (x1,..., X;) € K non nul tel que AX = 1X.

Proposition 10. Les propositions suivantes sont équivalentes :
a) A estvaleur propre de A.

b) La matrice (A— Al,) est non inversible.

¢) Lerangde (A— Al,) est strictement inférieur a n.

Théoreme 23.
Soit f un endomorphisme de E de matrice A dans une base de E.
Alors A est valeur propre de f si et seulement si A est valeur propre de A.

Définition 24. : Sous-espace propre

Soit A une valeur propre de A € 4, (K).

Le sous-espace vectoriel ker(A — A1) est appelé sous-espace propre associé a A.
Par définition d’'une valeur propre il est de dimension supérieure ou égale a 1.

Définition 25. : Vecteur propre d’'une matrice
On dit que le vecteur ‘X = (xy,..., x,) € K non nul est vecteur propre de As'il existe A € K, AX = 1X.
Le scalaire A est appelé valeur propre associée a X.



Théoreme 24. (admis)
Toute matrice A a coefficients complexes admet au moins une valeur propre complexe.

Ce résultat est faux dans R. Par exemple la matrice A = ( 1 o

) n’a pas de valeur propre réelle.

Proposition 11.
Lensemble des valeurs propres d’'une matrice triangulaire est 'ensemble des termes de la diagonale.

6.3 Propriétés des valeurs propres et des sous-espaces propres

Théoreme 25.

Soit f un endomorphisme de E. Soient (v1,..., V) des vecteurs propres associés respectivement a des valeurs propres
de f deux a deux distinctes A1, ..., Ap.

Alors la famille (v, ..., v)) est libre.

Conséquence
Soit f un endomorphisme de E ayant p valeurs propres distinctes (A4,...,4,) et soient (wy,..., wy) des vecteurs
telsque Vie{l,...,p}, f(wi)=Ajw;.Siwy +---+wp=0alorsVie{l,...,p}, w; =0.

Théoreme 26.
a) SiE estde dimension n alors tout endomorphisme de E a au plus n valeurs propres distinctes.

b) Soit f un endomorphisme d’'un espace vectoriel de dimension finie.
Une famille finie obtenue par juxtaposition de bases de sous-espaces propres associés a des valeurs propres distinctes
de f est libre.
Donc la somme des dimensions des sous-espaces propres est inférieure ou égale a n.

6.4 Diagonalisation

Définition 26.

E est un espace vectoriel de dimension finie sur K et f un endomorphisme de E. On dit que f est diagonalisable
s’il existe une base de E par rapport a laquelle la matrice de f est diagonale.

Soit A € 4, (K). On dit que A est diagonalisable si A est semblable a une matrice diagonale, c’est a dire :

Il existe une matrice carrée P d’ordre 7 inversible, telle que P~! AP soit diagonale.

Théoréme 27.
Soit f un endomorphisme de E de matrice A dans une base de E. Alors f est diagonalisable si et seulement si A est
diagonalisable.

Théoreéme 28.
Soit f un endomorphisme d’'un espace vectoriel E de dimension n. Si f admet n valeurs propres distinctes, alors f
est diagonalisable.

La réciproque est fausse. Par exemple I'identité est diagonalisable et n'admet qu'une seule valeur propre.

Théoréme 29.
Soit f un endomorphisme d’'un espace vectoriel E de dimension finie.
[ estdiagonalisable si et seulement si la somme des dimensions des sous-espaces propres est la dimension de E.

P
A1,..., A, étant les valeurs propres de f, f est diagonalisable si et seulement sidimE = ) dimker(f —A;Id).
j=1

Théoréme 30. (admis)
Toute matrice réelle carrée symétrique est diagonalisable dans une base orthonormale.

1 i
C’est faux pour une matrice complexe. Exemple : ( ; _ll ) n’et pas diagonalisable.



